ECUACIONES DIFERENCIALES
(Grupo A)

Teoria Fundamental

En esta parte del curso nos dedicaremos a establecer los resultados tedricos fundamen-
tales del curso. Nos interesaremos por las condiciones de existencia y de unicidad de la
solucién, la determinacién del dominio de definicién de la solucién y por la dependencia
continua de ésta con respecto a los datos. En la ultima seccion estudiaremos la estabilidad
de las soluciones.

El esquema del capitulo es el siguiente:

1. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIONES

2. SOLUCIONES MAXIMALES

3. DEPENDENCIA CONTINUA DE LOS DATOS

4. ESTABILIDAD
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2 Ecuaciones Diferenciales Parte I: Teoria Fundamental

1. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE LA SOLUCION

Recordamos aqui algunos conceptos asi como los resultados de existencia y unicidad
(probablemente) introducidos en el curso anterior .

1.1. La condiciéon de Lipschitz.

Definicién 1.1. Sean I un intervalo de IR y O un dominio de IR", una funcion f(t,z) €
C°(I x O; IR™) es lipschitziana respecto a la variable x si existe una constante L tal que

|f(t,x) — f(t,y)|| < L||z —y|| para todot € I y todo (z,y) € O x O.

L se denomina constante de Lipschitz de la funcion f en I x O.
Diremos que f es localmente lipschitziana respecto a la variable x en I x O si para

cualquier intervalo compacto J C I y para cualquier compacto A C O, f es lipschitziana
en Jx A. [

Nota 1. Dado que en IR" todas las normas son equivalentes, la lipschitzianidad de una
funcion f no depende de la norma elegida. En todo lo que sigue podremos suponer que
trabajamos con la norma euclidea, para z = (21, 22, -+ , 2,) € IR™

" 1/2
(notada)
||Z||:<Z|Zz‘|2> = lell. O
i=1

Nota 2. Uno podrd comprobar facilmente que si una funcién f(t,z) € C°(I x O; IR™) y es
continuamente diferenciable en x; para i =1,2,--- ,n sobre I x O entonces esta funcion
es localmente lipschitziana sobre I x O. [

1.2. Existencia global y unicidad.

Teorema 1.2. Sea f una funcion de C°([a,b] x IR"; IR™), lipschitziana con respecto a x
en [a,b] x IR", entonces, para cualquier (ty,zo) € [a,b] x IR™ existe una inica solucion del
problema de valor inicial

(1) { i’(;) ]Zt:,czc) para t € [a, %

Para la. demostracidn de este tearema necesitaremaos el tearema del nuinto fiio de Ranach
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Seccién 1.1: Existencia y Unicidad de Soluciones 3

para todo x,y € M. Entonces T admite un unico punto fijo & y para todo & € M la
sucesion (&,)nen, donde &40 = T'(&,), converge a §. Ademds,

A& €) < e, ).

Demostracion.
Consideremos el término d(&;41,¢&;), tenemos:

d(&iv1,&) = d(T(&), T(&i-1)) < kd(&,i-1)

por lo que deducimos:

(2) d(&iv1,&) < K'd(&1,&).

Por otra parte, suponiendo n > m, de la desigualdad triangular deducimos que

d(ém ém) S d<§n> gn—l) + d(én—la gn—2 +...+ d(§m+1> ém))

luego, aplicando (2) a cada uno de los términos de la parte derecha de la anterior de-
sigualdad tenemos:

d(§n> gm) S kn_ld(gla 50) + kn_2d(§la fo) +...+ kmd(gla 50)
= (K" k" MG, &) = %d(&, &)

luego deducimos que, para n > m,

km
@ A, n) < T—d(61,)
por lo que (&,)nen es una sucesién de Cauchy por lo que tiene un limite, que notaremos &
en el espacio completo M. Dado que &,11 = T'(§,), dejando tender n al infinito obtenemos
£ ="T(§), luego T tiene un punto fijo. Este es nico, en efecto, supongamos que £ y ¢ son

puntos fijos entonces

d(€,¢) = d(T(£), T()) < kd(¢, )

con k < 1 lo cual es imposible si d(, () # 0, luego £ = (. La estimacién del teorema se
deduce de (3) cuando n tiende a infinito. ~ Q.E.D.

Podemos deducir el siguiente resultado:

Corolario 1.4. Sea M un espacio métrico completo, sea T : M — M una aplicacion
tal que para algin m € IN T™ sea contractiva. Entonces T admite un unico punto fijo &

Demonstraciéon: Aplicando el anterior teorema sabemos aue 7™ tiene un 1inico punto
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4 Ecuaciones Diferenciales Parte I: Teoria Fundamental

Demostracién del teorema 1.2
Consideremos el espacio C°([a, b]; IR") dotado de la norma

@ ol = més [o(0)].

Se comprueba facilmente que C%([a, b]; IR") es un espacio de Banack (i.e. es un espacio
vectorial completo para la topologia de la norma).
Sea la aplicacion
®: C%[a,b); R™) — C°([a, b]; IR™)

definida por
t

Q(y)(t) =x0+ | f(s,y(s))ds

to
para todo y € C°%([a,b]; IR™). Vamos a demostrar que ® tiene un tnico punto fijo para
lo cual demostraremos que para cierto entero m ®™ es una contraccion. Sean y y z dos
funciones de C%([a, b]; IR"), tenemos

t

() [12(y(®) = (=)l = (f(s y(5)) = f(s,2(s)))ds

/Hf sos(6) = s, (6lts| < 2| [ o) = =
De (5) deducimos
(6) [@(y)(t) = 2(2) (@) < Lt —to[lly — =]
que es el caso m = 1 de la desigualdad mas general:
(7) 1™ (y)(8) = " ()OI < ————lly — =II.
Supongamos cierta esa desigualdad para m e intentemos deducirla para m + 1. Aplican-
do (5):

(8) ™ (y)(t) — ™ (2)(t)]
= [|® (@™ (y)) (1) = @ (2™ (2)) (

<L

/ |27 (0)(s) — 87(2)(s) | ds

y aplicando (7)
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Seccién 1.1: Existencia y Unicidad de Soluciones 5

por lo que (7) queda demostrado para todo entero m € IN.
Maés atn, dado que |t — tg| < b — a tenemos:

L™(b—
o) (®) - ol < LDy o) para todo £ € [a.1)
luego, aplicando (4) tenemos
(10) 2™ (y) — @™ ()| £ ————lly — =II.
Como I .
ﬁ — 0 cuando m — oo,
m)!

existe my € IN tal que para todo m > mgy tengamos

L™ — a) < 1,

m! -2

luego

my my 1
1270 (y) = @™ () < Slly — =l

para todo par (y,z) € C°([a, b]; R™) x C%([a, b]; R").
Al ser @ una contraccién el teorema de punto fijo de Picard permite deducir que ®
tiene un tnico punto fijo x € C°([a, b]; R"), i.e. z = ®(z) luego:

x(t) = —Jco—i-/ f(s,z(s))ds para todo t € [a, b

y es solucién del problema de valor inicial (1). Ademés la unicidad del punto fijo garantiza
que = es la tnica solucién de (1) dado que cualquier solucién seria punto fijo de ®.
Q.E.D.
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